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1 不確定性関係には様々な種類があるが,本稿で扱うのは同時測定の不確定性関係と呼ばれるものである.有
名な例としては,位置と運動量は同時測定出来ないというものがある.また最も有名な量子ゆらぎを用いた





















態空間は有限次元の実ユークリッ ド空間 \mathbb{R}^{n} に埋め込めるものとする.
状態は純粋状態と混合状態との二種類に分類される.純粋状態は状態空間の端点であり,















S_{\mathrm{c}1}=\displaystyle \{(p0, \ldots,p_{n-1})\in \mathbb{R}^{n} \sum_{i=0}^{n-1} pi=1, pi\geq 0\} (3)







とに由来する. \displaystyle \sum_{i=0}^{n-1}p_{j}=1 は確率の規格化条件とみなすことができる.無限次元の単体を
考えることもあるが,本稿の状態空間は有限次元空間に埋め込めるものに限定するのでここ
では扱わない.
古典論の状態空間のうち,特に n=2 の物理系を (古典) ビッ ト系という.ビッ ト系の純
粋状態は例えば現代のコンピュータや通信の情報処理の資源として用いられている.ビッ ト
系の2つの純粋状態のうち片方を 0 , もう片方を1 と呼ぶこともある.
1.4 量子論の状態空間
量子論の状態空間は
S(\mathcal{H})= {  $\rho$\in T(\mathcal{H})| $\rho$\geq 0, \mathrm{t}\mathrm{r} \mathrm{k}3]=1 } (5)
である.ここで, {}^{t}H はヒルベルト空間, T('H) はヒルベルト空間 \mathcal{H} に作用する トレース級
作用素全体の集合であるとする.本稿で扱う有限次元ヒルベルト空間賀の場合は T(H) は
H上の行列の集合と一致する.量子論における純粋状態は何かしらの単位ベク トル | $\psi$\rangle を用
いて, | $\psi$\rangle\langle $\psi$| の形に書けるので,ケッ トベク トル | $\psi$\rangle を純粋状態と呼ぶこともある.ここで,
ディ ラックのブラケッ ト記法3を用いた.最も単純な量子論の状態空間は {}^{t} H=\mathbb{C}^{2} の場合で,
この物理系を量子ビッ ト系という.純粋状態 |0\rangle=(1,0)^{\mathrm{T}}, |1\rangle=(0,1)^{\mathrm{T}} は,古典ビッ トの
3 | $\psi$\rangle, | $\phi$\rangle\in \mathcal{H} とする. \langle $\psi$| $\phi$\rangle は | $\psi$\rangle と | $\phi$\rangle の内積を表す. | $\psi$\rangle\langle $\psi$| は賀 \rightarrow 四なる作用素で, | $\psi$\rangle\langle $\psi$|| $\phi$\rangle:=\langle $\psi$| $\phi$\rangle| $\phi$\rangle
と定義される.
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 $\rho$=\displaystyle \frac{1}{2}()7 (7)
と書ける.ここで, x,y, \mathrm{z} は x^{2}+y^{2}+z^{2}\leq 0 を満たす実数である.逆に,この行列  $\rho$ は量
子ビッ ト系の状態になっている.したがって,量子ビッ ト系の状態は三次元の単位球と同
一視できる.この球のことを Bloch球という.Bloch球の中心 \displaystyle \frac{1}{2} を完全混合状態という.
|+\displaystyle \rangle=\frac{1}{\sqrt{2}}(|0\rangle+|1\rangle) , =\displaystyle \frac{1}{\sqrt{2}}(|0\rangle-|1\rangle) とする. |0\rangle と |1\rangle をそれぞれ確率 \displaystyle \frac{1}{2} で準備しても,
|+\rangle とをそれぞれ確率 \displaystyle \frac{1}{2} で準備しても,









積は一意に定まらないので [4] , 一般には合成系の状態空間は一意に定めることが出来ない
が,少なく とも片方の系が古典の場合はそれぞれの系の状態の積状態の (閉) 凸包に一致す
る [4]. 作り方から明らかなように合成系の状態空間は再びコンパクト凸集合になっている.
すなわち,状態空間 S_{1} かS2の少なく とも片方の系が古典であるとすると, S_{1} と S_{2} の合
成系の状態空間 S_{1}\otimes S_{2} は
S_{1}\otimes S_{2}=S_{1}\otimes_{\min}S_{2}:=\overline{\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}}\{ s_{1}\otimes s_{2}|s_{1}\in S_{1}, s_{2}\in S_{2}\} (9)
である.例えば,古典論の状態は確率分布であるが,古典論の合成系の状態は同時確率分布
である.量子論の状態空間 S(\mathcal{H}_{1}) , S('H_{2} ) の合成系 S(\mathcal{H}_{1})\otimes S({}^{t}H_{2}) はヒルベルト空間のテ
ンソル積で与えられ,





S('H_{1})\otimes_{\min}S( $\varphi$-l_{2})\subset S(ll_{1})\otimes_{\mathrm{Q}}S(\mathcal{H}_{2}) (11)
が成り立つ.この s({}^{t}H\mathrm{i})\otimes \mathrm{n}}\mathrm{i}\mathrm{n}^{S(\mathcal{H}_{2})} の元はセパラブル状態と呼ばれ,局所操作と古典通信
(LOCC) で準備可能な状態として知られている.セパラブル状態ではない量子状態,すなわ










もある.さらにこの写像はアフィンである,すなわち,チャンネル f:S_{\mathrm{i}\mathrm{n}} \rightarrow  S_{\mathrm{o} $\iota \iota$ \mathrm{t}} は,
f(s) =f(ps\mathrm{i}+(1-p)s_{2}) =pf(s\mathrm{i})+(1-\mathrm{p})f(s_{2}) という性質を満たす.これは,確率 p
で状態 s1と確率 1-p で状態 s2を準備して混合した状態 ps_{1}+(1-p)s_{2} を状態変化させ
た状態と,状態 s_{1} と状態 s_{2} をそれぞれ状態変化させてから確率 p と 1-p の割合で混合し
た状態が同じであるという操作的な要請である.
任意のアフィン写像が実現可能であるとは限らない.特に,量子論の場合はアフィンだけ
では不十分である.アフィン写像 f:\mathcal{S}(H_{\mathrm{i}\mathrm{n}})\rightarrow \mathcal{S}(\mathcal{H}_{\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{t}}) と恒等写像 id: S(\mathbb{C}^{n})\rightarrow S(\mathbb{C}^{n}) を
考える.合成系 S(H_{i\mathrm{n}}\otimes \mathbb{C}^{n}) について,左側の系に f という状態変化を行ない,右側の系
では何も操作しないという恒等操作を行なうことを考える.すなわち, f\otimes \mathrm{i}\mathrm{d} という写像
も物理的に可能な状態変化であってほしい.したがって,この写像 f\otimes \mathrm{i}\mathrm{d} の終域は合成系
S(\mathcal{H}_{\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{t}}\otimes \mathbb{C}^{n}) であるべきだが,実は f がアフィン写像であるというだけでは, f\otimes \mathrm{i}\mathrm{d} の終
域が S('H_{\mathrm{o} $\iota \iota \dagger$}, \otimes Cうより大きくなってしまう場合がある.そこで,任意の正の整数  n につい








す写像を \mathrm{M}:S \rightarrow S_{\mathrm{c}1} とする.古典論の状態は (p0, . ..,p_{n-1}) のように表せ,この成分のラ
ベルが測定出力に対応する.すなわち,1回1回の測定において p_{i} は i 番目の測定出力が
得られる確率と解釈する.各成分の射影を  $\pi$, として, \mathrm{M}_{j}=$\pi$_{i}\mathrm{o}\mathrm{M} と定義する.この写像
\mathrm{M} ,: S \rightarrow [0 , 1 ] をエフェクトという.エフェクトもまたアフイン写像となっている.任意の
状態に対して 0 を返すエフェクトをゼロエフェクト,任意の状態に対して1を返すエフェク
トを単位エフェクトという.
量子論における物理量の測定について述べる.  e:S(H)\rightarrow [0 , 1 ] をエフェクトとする.任
意の状態 s\in \mathcal{S}({}^{t}H) に対して, e(s)=\mathrm{t}\mathrm{r}[sE] を満たす,自己共役作用素 E が存在する.さ
らに,この E は 0\leq E\leq 1 を満たす.アフィン汎関数 e と自己共役作用素 E を同一視して,
 0\leq E\leq  1 なる自己共役作用素 E をエフェクトと呼ぶこともある.物理量 \mathrm{M} に対応するエ
フェクト \mathrm{M}_{i} も同様に自己共役作用素と同一視できる.標準単体の定義である確率の規格化
条件 \displaystyle \sum_{i=0}^{n-1}\mathrm{M}_{i}(s)=1 から,作用素として \displaystyle \sum_{i=0}^{n-1}\mathrm{M}_{i}=1 である.このような,正作用素の組
\mathrm{M} , を (離散) 正作用素値測度(POVM) といい, \mathrm{M} , のことをPOVM要素という.さらに,
任意の i に対して \mathrm{M}_{j} がエフェクト空間の端点 (命題) である射影作用素であるとき,射影作
用素の組 \mathrm{M} , を射影作用素値測度 (PVM) という PVM はスペクトル定理を介して自己共
役作用素と対応している.
1.7 縮約状態
合成系の状態 s\in S_{1}\otimes S_{2} に対して,片方の系で物理量の測定を行なうということを考え
る.この測定を表す物理量を \mathrm{M} : S_{1} \rightarrow S_{\mathrm{c}1} , 状態空間 S2に対応する単位エフェクトを u_{2}
とすると, \mathrm{M}\otimes u_{2}:S_{1}\otimes S_{2}\rightarrow S_{\mathrm{c}1} が合成系の状態に対する1つめの系に対する測定操作を
表す.このとき,部分 \vdash レース tr2:  S_{1}\otimes S_{2}\rightarrow S_{1} を次のように定義する.
\mathrm{M}(\mathrm{t}\mathrm{r}_{2}[s])=\mathrm{M}\otimes u_{2}(s) . (12)












定義2.1 (両立可能不可能). S_{\mathrm{i}\mathrm{n}}, S_{1}, S_{2} を状態空間, f_{1}:S_{\mathrm{i}\mathrm{n}}\rightarrow S_{1}, f_{2}:S_{\mathrm{i}\mathrm{n}}\rightarrow S_{2} を操作
とする.このとき, f_{1}=\mathrm{t}\mathrm{r}_{2}\circ f_{12}, f2=\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}^{\circ}fi2を満たす操作 fi2 : S_{\mathrm{i}\mathrm{n}}\rightarrow S\mathrm{i}\otimes S_{2} が存在す
るならば,操作 f_{1} とf2は両立可能であるという.このような操作が存在しないとき,五 と
f2は両立不可能であるという.
この定義において,それぞれの系が量子,すなわち S1=S(^{t}H_{1} ), S_{2}=S(^{t}H_{2} ) のときに
ついては,合成系は \mathcal{S}(^{t}H_{1} ) \otimes S(\mathcal{H}_{2}) =S(H_{1}\otimes {}^{t}H_{2}) であることに注意する.これを図で表
すと,次の図1のようになる.また,両立可能である場合でもこのような性質を満たす fi2





作 \mathrm{t}\mathrm{r}_{2} と \mathrm{t}\mathrm{r}_{1} とは両立可能である.このことは,合成系の状態を準備した上で,それぞれの
系でそれぞれ実験を行なうということが同時にできるということを意味している.
119




定義2.2 (複製).操作 f_{C}:S \rightarrow S\otimes S と状態 s\in S について,
ノc(s)=s\otimes s (13)
が成り立つとき,fc は状態 s の複製 (cloning) であるという.
状態空間の任意の状態を複製するような操作は,状態空間 S が一点集合である場合を除い
て存在しない.このことを背理法で証明する.状態空間の任意の状態を複製する操作乃が




=p^{2}s_{1}\otimes s_{1}+p(1-p)s_{1}\otimes s_{2}+p(1-p)s_{2}\otimes s_{1}+(1-p)^{2}s_{2}\otimes s_{2}
であると同時に操作のアフィン性を用いれば,
f_{C}(s)=pf_{C}(s_{1})+(1-p)f_{C}(s_{2})=ps_{1}\otimes s_{1}+(1-p)s_{2}\otimes s_{2} (15)







おり,複製禁止定理として知られている [6, 7]. さらに,任意の純粋状態が複製可能である
理論は古典論に限られることが示されている [8].
複製を古典論において混合状態についても成り立つように拡張したものが配送である.
定義2.3 (配送).操作ん: S \rightarrow S\otimes S と状態 s\in S について,
\mathrm{t}\mathrm{r}_{2}\circ f_{B}(s)=s, \mathrm{t}\mathrm{r}_{1}\circ f_{B}(s)=s (16)
が成り立つとき,んは状態 s の配送(broadcasting)であるという.
s=\mathrm{t}\mathrm{r}_{2}[s\otimes s]= tri [s\otimes s] より複製は配送であるが,逆は成り立たない.
古典論においては任意の状態を配送する操作が存在することをみる.第 i成分が1で,そ
の他の成分が 0 のベクトルを ê, とする. \displaystyle \sum_{i=0}^{n-1}p_{i}=1 なる正の実数列乃を用いて,古典状態





な理論は古典論に限られる [8]. 両立不可能性の言葉を用いると,恒等操作 id:  S \rightarrow S と














量子論の両立不可能性については,可換な物理量は両立可能である.物理量 \mathrm{A} と \mathrm{B} が可
換であるとは,POVM要素 \mathrm{A}_{i} と \mathrm{B}_{j} について,
\mathrm{A}_{i}\mathrm{B}_{j}=\mathrm{B}_{j}\mathrm{A} , (17)
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が任意の i, j に対して成り立つことをいう.このとき, \mathrm{q}_{\dot{j}}=\mathrm{A}_{i}\mathrm{B}_{j} と定義すれば, \mathrm{q}_{\dot{j}} は正作
用素であり, \mathrm{C} は物理量である.この物理量 \mathrm{C} を用いれば,物理量 \mathrm{A} と \mathrm{B} が両立可能であ




には,物理量 \mathrm{A} と \mathrm{B} が両立可能で,少なく とも片方の物理量が PVM ならば,それらの物
理量は可換である.このことを証明する.まず, \mathrm{A} がPVM であるとしても一般性を失わな
い. \mathrm{A} と \mathrm{B} の同時測定を表す物理量を \mathrm{C} とする.すなわち, \displaystyle \sum_{j}\mathrm{q}_{j=\mathrm{A}_{j}} と \displaystyle \sum, \mathrm{C}_{j}= Bj を
満たす.ここで, 0\displaystyle \leq C_{ij}\leq\sum_{j}C_{ij}=\mathrm{A}_{i} が成り立ち右辺が射影作用素なので,
\mathrm{C}_{ij}\mathrm{A}_{i}=\mathrm{A}_{i}\mathrm{C}_{ij}=\mathrm{C}_{ij} (18)






なので, \mathrm{A} と \mathrm{B} は可換である.
PVM ではない一般のPOVMに関して,どういった物理量の組が両立可能かという問題
は明らかではない.問題を簡単にするため,測定出力が2種類の場合を考えたい.すなわち,
\mathrm{A}_{0}, \mathrm{A}_{\mathrm{i}}=1-\mathrm{A}_{0}, \mathrm{B}_{0} , Bi =1-\mathrm{B}_{0} のように2つの POVM 要素で記述される量子測定を考
える.これらの物理量 \mathrm{A} と \mathrm{B} の測定はそれぞれ1つのエフェクト \mathrm{A}_{0} と \mathrm{B}_{0} によって特徴づ
けられている.これらの物理量 \mathrm{A} と8が両立可能であるとは




最も単純な量子系である量子ビッ ト系について考える.量子ビット系における状態  $\rho$ は,
 x^{2}+y^{2}+z^{2}\leq 1 を満たす実数 x,y,z を用いて,
p=\displaystyle \frac{1}{2}(1+x$\sigma$_{X}+y$\sigma$_{y}+z$\sigma$_{z}) (24)
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と書ける.量子ビッ ト系のエフェクト E は, ||司 |\leq e_{0}\leq 1-\Vert $\delta$| を満たす実数 e_{0}, e_{1}, e_{2}, e_{3} を
用いて,
E=e_{0}1+e_{1}$\sigma$_{x}+e_{2}$\sigma$_{y}+e_{3}$\sigma$_{z}=e_{0}1+\vec{e}\cdot d \backslash (25)
とかける.物理量 \mathrm{A}_{0} =a_{0}1+d\cdot d と \mathrm{B}_{0} =b_{0}1+\vec{b}\cdot d が両立可能となる条件を考える.
a_{0}=b_{0}=1/2 の場合は,
\Vert\vec{a}+\vec{b}\Vert+\Vert d-\vec{b}\Vert\leq 1 (26)
が成り立つことと \mathrm{A} と \mathrm{B} が両立可能であることが同値である [11].
ここまでは,2つの物理量が両立可能である場合を考えてきたが,3つ以上の場合も同様
にして定義することは可能である.しかし,3つ以上の場合は難しい.例えば,3つの物理
量 \mathrm{A}, \mathrm{B}, \mathrm{C} を考えて, \mathrm{A} と \mathrm{B}, \mathrm{B} と \mathrm{C}, \mathrm{C} と \mathrm{A} のどの二組も両立可能であるとする.この








時に表現するものである.  I_{i}:T(q-l)\rightarrow T(K) は線型な CP 写像の組で, \displaystyle \sum_{i} tr [I_{j}( $\rho$)] = 1
を満たすものである.このtr [I_{j}( $\rho$)] が状態  $\rho$ を準備したときに  i が出る確率を表している.
I_{i} に対応する Heisenberg描像4の写像17を用いれば,tr [I_{i}( $\rho$)1] =\mathrm{t}\mathrm{r}[ $\rho$ l_{j}^{*}(1)] が確率とな
るため, I_{i}^{*}(1) が物理量を表しており,実際に CP 性と規格化条件から POVM になってい
ることが示せる.さらに,チャンネルは \displaystyle \sum_{i}I_{i}(p) である.これはTPCP線型写像である.
I_{i}^{*}(1)=\displaystyle \mathrm{A}_{j}, \sum_{i}I_{i}( $\rho$)= $\Lambda$(p) (27)





化として表したものを Heisenberg 描像という,  $\Lambda$ のHeisenberg 描像の物理量の変化  $\Lambda$^{*}:B(H)\rightarrow B('H)




















この章では,物理量の測定による状態識別可能性を用いて状態識別能力 [21, 22] という関
係を物理量の集合に導入する.
物理量 \mathrm{A} の測定によって状態 $\rho$_{1} と状態 $\rho$_{2} が識別可能であるとは,tr 「J^{\mathrm{J}_{1}}\mathrm{A}_{x} ] \neq \mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{k}\mathrm{A} ]




定義3.1. 物理量 \mathrm{B} で識別可能な状態の組は物理量 \mathrm{A} によっても識別可能であるとき,物理
量 \mathrm{A} の状態識別能力が物理量 \mathrm{B} の状態識別能力よりも高いという.このとき, \mathrm{A}\succ\sim, \mathrm{B} とか
く ことにする.
この関係は前順序関係である.すなわち,この関係は反射的 (任意の物理量 \mathrm{A} について























チャンネル  $\Lambda$ によって状態  $\rho$ が状態  $\Lambda \omega$) に変化したあとも,物理量 \mathrm{B} の測定結果は変化
していないという場合を考える.ここでは,状態  $\rho$ と状態  $\Lambda$( $\rho$) の両方について,同じ物理
量 \mathrm{B} の測定が定義されないといけないので,同じ状態空間から状態空間へのチャンネルを考
えている.すなわち,
tr レ \mathrm{B} = tr [ $\Lambda$( $\rho$)\mathrm{B}_{\mathrm{v}}] (28)
が任意の状態  $\rho$ と測定値  y について成り立つとき,チャンネル  $\Lambda$ が物理量 \mathrm{B} に擾乱を与え
ていないという.
チャンネル  $\Lambda$ を定めると擾乱を与えない物理量が定まる.この擾乱を与えないという無
擾乱性を用いてチャンネルの集合に関係を入れる.
定義4.1.  $\Lambda$_{1} と $\Lambda$_{2} をチャンネルとする.もし, $\Lambda$_{1} によって擾乱されない物理量が $\Lambda$_{2} に





ンネル  $\Lambda$ のHeisenberg 描像を  $\Lambda$^{*} とする.すなわち,チャンネル  $\Lambda$ が擾乱を与えない物理
量 \mathrm{B} について,




Fix(A * ) =\{X\in B({}^{t}H) |$\Lambda$^{*}(X)=X\} (31)













定理5.1. AA を物理量 \mathrm{A} と両立可能なチャンネルとする.物理量 \mathrm{A} が情報完全ならば,
Fix ($\Lambda$_{\mathrm{A}}^{*})=\mathbb{C}1






小さいチャンネルを定めることが出来る.チャンネル  $\Lambda$ をフルランクな不変状態を持つと
する.すなわち,  $\Lambda$( $\rho$)= $\rho$ を満たすフルランク行列  $\rho$ が存在するとする.この条件を満た
すチャンネルの中で最も擾乱が小さいチャンネルは定まる.次のように定義される Liiders
チャンネル




定理5.2. $\Lambda$_{\mathrm{A}}^{L} と $\Lambda$_{\mathrm{B}}^{L} をそれぞれ物理量 \mathrm{A}, \mathrm{B} に対応する Liiders チャンネルであるとする.






定理5.3. 物理量 \mathrm{A} とチャンネル  $\Lambda$ が両立可能ならば,
\dim L(\mathrm{A})+\dim Fix ($\Lambda$^{*})\leq(\dim H)^{2}+1 (33)
が成り立つ.ここで \mathcal{L}(\mathrm{A}) は物理量 \mathrm{A} の線型包である.さらに,等号成立は物理量 \mathrm{A} が情





















$\Lambda$_{1}:S({}^{t}H)\rightarrow S(H) と $\Lambda$_{2}:S(\mathcal{H})\rightarrow S({}^{\mathrm{t}}H) を両立可能なチャンネルの組とすると,
\dimFix(Al) + \dim \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x}($\Lambda$_{2}^{*}) (34)
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